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[

N{z)= ) z” .
Z) Zo' ﬁr(dlu +P,‘)

Inleiding.
Het doel van dit rapport is de asymptotische ontwikkeling van do
gehele functie
= n

(0,0) Q (2)= » ——2 F> 0
¢ ?:-ZT"(uinﬂs;) ; Re(a(i)>0 (i:l,...,m)

af te leiden en wel speciaal de coefficienten dezer ontwikkeling.
Daartoe begin ik met de functie

(Orl) \,}I(Z)= é mﬁ%@ Re(ol,)> 0

asymptotisch voor te stellen met behulp van de residuenrekening en
probeer dan hetzelfde te doen met de functie

n

o
(0,2) )( (2)= 5 ﬁ(ulmpl%"(wzmﬁz) Re(e; ) > 0

hetwelk lukt, dank 2zij het door Wright gepubliceerde artikel "The
asymptotic expansion of the generalized Besselfunction", Proceedings
of the London Mathematical Society, Ser 2, 38 (257-270).

De coefficienten zijn te berekenemn, zelfs is dit in principe nog
mogelijk voor de functie(2(z), maar practisch is het ondoenlijk.

Het bezwaar dezer methode is dat zij niet symmetrisch is in de
u&'s of de pifs, terwijl het duidelijk is dat dit met de coeffi~
cienten wel het geval moet zijn. De symmetrische weg geef ik dan
tenslotte aan; deze bestaat uit toepassing van de belzeude ontwikke-
ling van Stirling voorTﬂ(x), [x] wvoldoende groot en het korte tijd
geleden verschenen rapport van J.H.B. Kemperman "Agyrptotische ont-
wikkeling van gehele functies, die door machtreeksen gedefinieerd
2ijn". De stellingen uit dit rapport maken het mogeliil, aangezien
2ij functies van aanmerkelijk hogere orde toelaten da. (e oorspron~
kelijke van W.B.Ford afkomstige stellingen (zie "The (.symptotic
Developments of Functions defined by Maclaurin-series).



1. De functieW(z).

Stelling 1. Voor waarden van z met {z[ groot genoeg is de gehele
functie V (z) gelijk aan

luﬁ N -n
(1,1) Z L 1 [? W + %(Z)

i i
-@}‘ 2° de sommatie J* slechts genomen wordi over die gchele waarden
van k waarvoor |erg Zf g

en 3° %,(z) een functie is welke gelijk is 0(2"”)

(Zie BE.M. Wright, 1940. The asymptotic expansion of imtegral
functions defined by Taylor series. Phil,Trans.Royal Society, Ionden
A 238 (423-451).

LA
Bewijs: In het volgende stel ik c(l =c¥1fuxl en is C een contour,
beginnend en eindigend in -, het nulpunt positief omlopend. Verder
is de negatieve reéle as een snede,

Gebruikmakend van de integraalvoorstelling

(1,3) r%-m- = -2-%: L e’ v Vau ,

gaatV(z) over in

(1,4) (2)= --:-L—-—-*Z 22 [ e% TP gy,
2Wi' e

Men mag in (1,4) sommatie en integratie verwisselen, indien voldaan
is aan

o, - ;
Jzj< B [u™ = Bluf™ o~ % oTER (©<b 1)
voor elk punt u op C. Vervorm nu C zodanig dat de cirkel

- R'O(,” i
ful = [9 iz} e };a
geheel binnen C ligt en men vindi

~ -Py+%y
{1,5) (Z)"‘ e l}-‘-——»_—-—.—_ du

¥ R
De integrand is analytisch met uitzondering van u=0 1 de puntern u
waarvoor geldt ¥ = 2, Deze laatste liggen allen bianen . hfangezien
de negatief reéle as een snede is, komen slechts di= wclen in aen~
merking, waarbi]
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1l
(1,6) ]arg (zs&' ek"f )ls ™ %k geheel
of
(1,7 Tﬁ? |« (arg z + k 27 )= « log }z{{sn—
{

Trek ik nu C op de negatief reéle as mmen, dan gaan de spiralen in
het z-vlak:

(1,8) o arg z - of,"'llog z{-:: Titj-a'x 27

en

z k geheel
(1,9) ojarg z - o|log z|= - W{e |-k 27 {

een bijzondere rol spelen. Beperk z tot een spiraalvormig gebied I,
ingesloten door een lijn van het type (10) en een van het type {113,
gekenmerkt resp. door k en k', zodanig dat er gecn andeve spiralen
in het binnengebied bevat zijn. De rand wordt meegorckend. Ligt =z
precies op de rand, dan breng ik de snede iets om &e pool op de
negatief bestaanbare as heen, en wel, indieng ligt op een spiraal
van het type (10) er onder langs, anders er boven.

Na deze voorbereidingen trek ik C samen op een nieuwe weg D lopend
op infinitesimale afstand van de snede en vind:

) Ty 1P “R1ty
5 kg A, 1

Verder gebruikend:

1 Z u u 1
-z ! z 2y z—u

gaat de integraal in (1,10) over in
(1,11) - Z:i I(By-%yn) L U T Gu .

u -7
De stelling is dus bewezen, zodra aangetoond is, dat voor z €8
en lz|—~d de integraal in (1,11) gelijkmatig tot nul nudert.
Ik voer daartoe in

{1,12) Arg z = 'E({? [o-(,' arg z - ol,”log izl}
en het ge’biedSkan dan aangegeven worden als volgt
# »
(1,13) o~ 2 wiome argz ¢ w-Swr oo

o jor P



Verder geldt voor alle waarden welke wvoldoen aan u = 'xﬁ'
y, o«
{(1,14) arg 2z '= Arg z - ToF 2T m (m geheel)
5
. X ca(,’
Zij tevens een £ gekozen: 0 <& £ HMin(y ' Ty
: {

Dan kan ik voor elke waarde van Arg g uit S de weg D omvormen toi
D', lopende als aangegeven in de figuur
op het Riemannse opvervlak van de integrand, \:§}\/u\
zodanig dat D' asymptotisch raakt arn 2 1ij- //25)“-ﬂ
nen, wier hoeken met de negatief bestaanbare
as q% en ?& voldoen aan de betrekkingen

[9:f<

-

i = 1'2 .
}(F-- Arg z + < 2nm§ 2E
f % g
Wegens Arg u '= arg u, correspondeert nu met arg u = const cen

. o .
spiraal Arg u 'sconst. De voerstralen, welke overgzan in ccn zelfde

&

spiraal hebben dus een argument gelijk aan arg u + m 2w met m
14

’ en z om spirclen

geheel. Voor u op D' en Arg z constant liggen ud
met een verschil in Arg »£ of voor |z{> R geldt, dat tuﬁ’w z}> R?
met R' en R positief, zodanig, dat R' onbegrensd aangroeit met R.
Dus voor z€ S nadert de integraal in (1,11) gelijkmatig tot nul en
is de stelling bewezen.

Opmerking: Deze ontwikkeling is een speciaal geval van theorema 1

van Kemperman.
f

Kies nl. g{w)z=——
T’{w’i-P,)

dan is 16 ‘
: n z ! 0‘ ! h
= = +
F(z) g}; g(n)z e” = {]z §
Voor Re (x;)> 0 en een p geheel > O is er een 7, zodenig dat voor
‘arg z&‘f~<?’ T de functie
ol

oy ’
n
_ n _ z 14 is &
G(ZLE‘. glem)z é W“Tlmﬁl gelijk is aan

j o
?.%' _k F(Zk)w Z} gl-o(m)z™™ 4 C’{!z%"ihg ;
waarin &: [7!7:5%55] .

Ik krijg dus weer de ontwikkeling (1,1).



. De_functie X (z).

Met behulp van de zadelpuntsmethode bewees Wright in zijn in de
inleiding vermelde publicatie:
Voor A>0 kan

oo n } ’
(2,1) G(Xyﬂ,z)= Z:'TTnkl (Xnﬁﬂ} = E%E lﬁuﬁﬂ exn(u+ J%)du

u”

asymptotisch voorgesteld worden door

N/ s [ .
(2,2) Z&mZXﬁ{EE%G¢mf+Uﬁjmi+@@“>,

wazrin 2 = (gze

en de sommatie Z‘_: geschiedt over alle gehele m, welke voldoecn aan
de eis \arg Zm \ < 17 .
De coefficienten Ck(ﬁ,/u) zijn als volgt te berekenen: Zij 4, de

pps s 2 . . . -
coefficient van Vv in de ontwikkeling naar opliimmende machten van
van de functie

JECTED) ;
(2,3) V2 (1_vyu{l+)x;2 vt 04;2) (A+3) o2, . .}1:-3*@‘5 ?

dan is

(2,8 )= = (o) (A*;l)/"%*k“(x-%)k a -

s

Nu is het mogelijk het volgende aan te tonen:
Theoremar De gehele functie)’_(z) is voor waardenvan - met lzf VOl
doende groot te schrijven als

P 2 3-p-o [N
T—% s Oy 7RG K i
(2,5) T e T {Z}_ c, 25 + 0z \f
-1
- P 06,
waarin o, +0f, —
_f Lol + o) ommi | %%
2y = ~; % Z e s
o, 1 ot
(2,6) / ’+°(" .
¢, = C s 21 - en T = —gma
k= ST P e il o ol
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Bewijs: Evenals in de vorige paragraaf kan ik schrijven:

[aed vn _ _
(2,7) X (Z)= gr(ﬁin‘*ﬁp— - 27];1 ieu u X1 P’*du =

53—5— l:eu u P '\}/(;‘f—g) du
(s )

o
begrensd is op C, dus Z-T-z’.@( 114}6 o) gelijkmatig

il

en wel omdat
u L

convergent en verwisseling van integratie en sommatie geoorloofd is,
De asymptotische ontwikkeling van W}f (}} is bekend:

28 Y=g R o T Z?”Tﬁm~+ﬁé“h

met

Zij voorlopig &, > 0, &3>0 end,<¥, (Dit laatste is geen beperking).
Kies 3 positieve getallen &, ,&, en <, , zodanig, dat

(2.9) ol £, < ( o+ )53 R
’
o & + & +( o+ JEy < TT (o ~0).

Nu verbuig ik de contour C zodanig, dat hij asymptotisch raakt aan '
twee lijnen, waarvan de een een hoek -—7?%: + &, en de ander een hoek
-(E + € ) met de positief reele as maskt. Verder is op C aan
larg ufx £ + & voldaan.

(2,8) bl:xjf't gelden als gesommeerd wordt over de gehele wasrden
van k welke voldoen aan

(2,10) lare i< 3 TC - &

Ik beweer, dat bij substitutie van (2,8) in (2,7) de sommatie
uitgestrekt mag worden over alle gehele waarden van k, welke voldoen
aan

| arg z +2 Tk L3
(2,11) "y )5 5 +Eg 0

Want zoals hieronder aangetoond zal worden, volgt uit (2,11)
(2,10) en voor 5 >0 en ‘arg’}ki‘s-@-*g is voldaen aan (2,11), zodat

het asymptotisch gedrag van €,8) bij substitutie in (2,7) niet ge-
- stoord zal worden.



Voor ¥ =—g geldt:
_ arg g+2TWk | | argz-ochargutlx k °<J"{\'2 7
arg ’}J—— { ~ [ = l o £ <7 (5 +&5)+

d -
_2 (L - L L3 o+ ° 3w -
= (5 +&,)= «1[ ) +2¢5) 5 + A e+ 2)€‘3]<~ 5T -8

volgens (2,9).

Is nu g >0 en }arg '}k; %— gdan schrijf ik,

= .——.%L——
ol + K,y

} arg z +21k
O+ 4y

X oy (4 1 I
£ 0(,-&-'%[ +5+-—-(—-4»£_)] =3+ (o +06 +G& )

T
£ 3 +&,,
vooropgezet, dat ik & zo kan kiezen, dat

(& wol Xy +% ) E,

hetwelk in verband met (2,9) mogelijk moet zijn.

Stel nu
' N .
- -, === (1-R,) 2mkiy 1y
(2,12) Hy = -é?%&—'- (z ezmﬂ) e 'C[ u & P exp§u+ %T—L—}du
8 3
en
(2,13) R =-—LJ e u™ % of 5! ya
! 2ni v %5/ Y
s u
dan vindt men door middel van (2,7) en (2,8):

P N 11 '
(2,14) /t ()= E'Hk - Z T"(Fl“uln)T’(Fz“elgﬁyé By

’ -
waarbij de sommatie Z‘g slechts genomen dient te werden over dis
gehele waarde van k waarvoor voldaan is aan

(2,15 } —E&m\\ LIVE

Het is direct duidelijk dat de restterm R hoogstens van de orde
~N
z  isa

Om het asymptotische gedrag van (2,12) te bepalen, gebruik ik hew
boven aangehaalde (2,2).
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Hierbij wordt gesommeerd overdie gehele waarden van m, waarvoor
de grootheid

o

:/ o+,
3 ol 3 1}
['L’ (z e2nk1) 1 eme} *

zen argument in absolute waarde < 71Zheeﬁ;._bit argument is gelijk
an

» =4
o [argz+271’k + ETCm] - argz+2mk + 27rm

N
d1+«l O(, d’{.— 0{1 ) u‘% +Q{l *

o _

Wegens (2,15) en -&-—;"&Z > % komt alleen n = O in aarmerking.
1

Volgens Wright is dus

3 -I_:e_l d d . %
(2,36) B = (2 fTHI (g, v 2y, (2 2T
4

1 onki P T o %(1"{5 ) N_; ‘
' i 2 AR ) - Xoivi
= gz & fexp Zk% 2y i { T etk +G%Zk)}’

vaarin gesteld is
I
(2,17) 2, = {77 2 egﬂkl}“”“&,
(2,16) is gemakkelijk om te werken tot:
=) N</

7, 3-4- |
_ o, k < ! 2 -1 -1
Hy = —3 e " Iy [3 (3 {ZE_ ¢, Zy +C7/(ZK )

i

De coefficienten ¢, worden gevonden door in (2,3) en (2,4)

)\ :gi en/u -.:{31-&- %(—2; (1-—{3,) te nemen.

Hiermede is het theorema bewezen voor oy en &, reeel groter dan
nul. Merken wij op, dat de coefficienten cy anelytische functies
zijn voor alle ¢« -waarden, waarvoaor geldt Re(ed; 7 >0, dan kunnen we
Jus de coefficienten ck()\, ) analytisch voortzetten, zodanig dat de
Formules blijven gelden voor Re(«;)> O,

inige opmerkingen.
Schrijf ik de ontwikkeling (2,5) in de volgende vornm

S N~}
Iy 3PPk : -n | .

ian vind ik

pl+ -2 %" ) %“'
(3,2) 8 = V}E (dl’*uz) P‘l 0(1 FO(Z Fz )
R 12J00 0oy +l, [ ol 1= By =ty + (0l 4204, ) (o4 250,)
1= :
24 2om Bt aoh ]
E)P Pz- o Fl Px

o

(ox¢ 1+0l
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welke coefficienten symmetrisch zijn ino, en o, @ en F’“'

Hierbij kan opgemerkt worden dat men gemakkelijk kan laten zien
dat de .a, voor Q= X, = ‘3, = , {3,; L+ 1 de coefficicnten worden van
de bekende asymptotische o*’rtw:LL‘{cllng; van 37,‘(2 Va).! F‘t/‘/

Men ziet echter dat de functie, waaruit zij gevormd worden, in
het geheel niet symmetrisch is. Vel is wagr is men in staat uit (2,5}
numeriek meer ontwikkelingscoefficienten te berekenen, manr een groot
nadeel is, dat om tot de asyrptotische ontwikkeling van fl(z) te
komen, mem (m-1) maal een proces moet uitvoeren als in §2 gedaan is
en krijgt men (m~2) producten te maken van recksen om dc coefficien-
ten te bepalen.

Dit is al gauw onhandelbaar. Daarom volg ik in ho% volgende hoofd-
gtuk een weg mogelijk gemaakt door thecorema 4 van het in de inlei- -
ding aangehasalde artikel van Kemperman,

De functie L) (z).
Ten einde de functie(2(z) te ontwikkelen, stel ik in theorcema 4

@
Yor

C een rechte, beginnende in het punt (-F;-N) (N een natuurlijk getal)
en een hoek -arg makend met de positief bestaanbare as en

= 1
gt f»i‘T'(ozim{si)

Uit het theorema volgt nu als k een even natuurlijk getal is:

o 4
n in{k-1nw w
(4,1) 2 2 = jsn;in d g(w)z"aw -
TCW
'] /gzndi‘ftﬂﬁi)
N
-~
Z 2 B, (3 1N
5 AT
Behandel nu
(4,2)  I(z)= j il LI g(w)z" aw
met bhehulp van ks
= LW
sin{k-1)vw _ )¢ T
(4,3) sinyw = ©
o X

i cmg 2 <,
41 X rﬂ.‘.
(4,4) /ﬁ?(o(iW“’Pi) \ { Z W To&W&—{G%’u
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waarin{s (w,sﬂ -<k,k constante > 0. ("ie voor het laastste bijv.
K.Hughes).

Dus: ket
)
: 29riw
28] Ok (zhe™
(4,5) I(Z)_«l‘;& ;__5__ Ch me‘:‘é"_ﬁl dw + Rs(?’.) g
2
waarin
7. ?37’1 o
(4,6) (Z)-—- ] ﬁ‘; +c+l) d«.e
(&
Stel ik nu verder
(4,7) X W +f5+ h =
1
(4,8) (z A 3™y _ Zs

dan vind ik

o w*nﬂ-h
Tgr__g_erzém ’ dw = aw' = ezj "’1"'l’5"'h
“W"'P‘*"h - - ‘-‘j 9
C oo

W"F'S“' , Z.
en RS(Z)'-'"- /N T (W) g(w-‘ﬁ&S‘L y S)dW“ék e J ZES_P o
Er is dus bewezen: ¢ N
oy 7. -n
) e h j ,1-8-h z
(4,9) Q ()= Z{Z; ¢, © Z i + RS(Z)§ - ZE: ’%ﬂ{ig»@{in) +

+0(=N

Z.
(4,10)  waarbij R (z)= (e ! Z‘J?S"P) :

en de2§;' slechts over die waarden van j genomen dient te worden,
waarvoor ‘arg Zji<:ﬂ7.
Rest nu nog de coefficienten Cy, en de A X enﬁatc benalen:
Neem aan beide zijden van het gellakteken in (4 4) de logsrithme
en ocntwikkel wolgens Stirling. De termen van de orde W ° nog moe.
nemende, vind ik

’ &
(4,11) ‘(éi o) w log w - w{lcg(’é'ifm(z(i )~'5§ dL} ":ﬁ; (FL*;Q)IL, y

: - . 6[5.( =1)+1 )
-{/5 log 2T+ 1og/},% °‘LP L} - %iﬁ ' 11/2;(- }

2(2Bs-3)+ 1 3085 (B34-")+308 L)
+f§{/}i Pi'2py=> ﬂl}_;’_g{i /;“13\)%(3 i i

1 12d§

A e

A



« 11 =

= -/ W log W - w{c,(logota- log A —-(} ~ log w[{&-;- %i

c ‘\
..{—1» log 27~ log c, +({3-i\1ogo{}- % .6‘@’.%:@_‘*:.1 4+ _,.J:é/(_ﬁ.._}

2
+ '%2{ B2(28-3)+p _ B°1/0q _ %1%, o/° }
W 120 ol® sx? 0(2
2
_ ..3:..{ 30&3({& 2)+305 -1 3[5 1/({!’3[5 1/0 “30102/00 l/C _
W3 360 D&B )0(3

c
3/(:O .
- dB > e

De resultaten van gelijkstelling van de coefficienten van gelijkek
orde links en rechts zijn achtereenvolgens

/i «;
1 o(o( |
(4,14) (3=’§,_Fl -/—%l .

O(P-Zl fi' oA, K_Fi
° (v )

{4,12) ol

1

(4,13) A =

(4y15) i

1]

c 64, (p.-1)+1
p °1_ splp-1)+1 -1 +1 i Py
(4,16) - o(i A .
TR ) T s Sl R TC P |
o ! 12!:( 1205@ F‘co EZE
(4,18) 3~ 20021430871 da:ﬁi SLPDIPT o o +
o 360 360902 P
o2 3
2 c.C
i * - vl 1 2
- ~+(2{3>+1>—--(3*z 3t T
CO OO
Analytisch valt nog op te merken dat men voor & = 2 met behulp

van (4,15) en (4,16) weer de waarden (3,2) terugkrijg%.
Numeriek zijn nu de eerste vier coefficienten gemakkelijic o
berekenen. Heeft men meer nodig, dan behoeft men slechts van ce
reeksontwikkelingen meer termen mede te nemen om een relatie te
krijgen, waarbij de h® coefficient uitgedrukt wordt in dc (h-L)
voorafgasnde en de bekende coefficien‘tenofi,(s gr ©F o0 ; <
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